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Study on the effect of damping factor for 
the distance distribution function derived 
from small-angle X-ray scattering intensity
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1. 緒言
小角X線散乱（Small-angle X-ray Scattering: 

SAXS）とは、液体や固体などの試料中をX線
ビームが通過する際、その試料中に周囲と電子
密度が異なるナノメートル（10 -9 m）レベルの
空間領域が存在する場合に、入射X線が透過
したダイレクトビーム近傍の極小角部（ダイレ
クトビームに対して 5°以下程度）に、その空
間領域の大きさや形状を反映して生じる散乱シ
グナルを測定し解析する手法である1-4）。したが
って、近年特に機能性材料として注目を集めて
いる各種ナノ構造体（金属ならびに金属酸化物
微粒子や、活性炭に代表される多孔性物質中の
細孔など）の構造評価において、この SAXS
は極めて有力な解析手段の一つとなっている。
SAXS の散乱強度は、散乱角 2θではなく、

入射X線の波長に依存しない量である「散乱
パラメータ（4π sin θ / λ；2θ：散乱角、λ：
入射X線波長）」を横軸に採り、散乱パラメー
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タに対する関数として示されるのが一般的であ
る4）。この散乱パラメータの値は距離の逆数の
次元を有しており、すなわち SAXS の散乱強
度が「逆空間」で与えられることを示している。
「実空間」とこの「逆空間」とは、数学的に「フ
ーリエ変換」の関係で結びつけられている。し
たがって、SAXS測定により得られた散乱シグ
ナルをフーリエ変換することにより、実空間で
の散乱体の大きさや形状を反映した分布関数を
得ることができる。SAXSの散乱シグナルをフ
ーリエ変換することにより得られる分布関数を
「距離分布関数」といい、距離分布関数P (r ) は
次式で与えられる2,4）。

ここでI (s ) は SAXS の散乱強度、s は散乱パラ
メータ、r は実空間における距離である。長さr 
の線分を引いたとき、その線分の始点と終点と
が同じ電子密度領域にある確率に比例する量が
P(r )/4πr 2である。いわば液体論で登場する「動
径分布関数」である4）。しかし液体論では 1個
の原子を中心に、周囲の原子の分布について議
論するが、SAXSの場合はその散乱体のサイズ
が比較的大きいため、散乱体自身も含めての動
径分布関数ということになる。SAXSは、散乱
体の大きさ、形状ともに比較的大づかみに捉え
る手法であるため、極端な場合を除いて各原子
の個性はほとんど無視され、散乱体内の電子密
度はほぼ一様に塗りつぶされたもののようにみ
なしていることを付言しておく。
上記（1）式からも明らかなように、SAXS

の散乱強度I (s ) から距離分布関数P(r ) を求める
フーリエ変換の計算では、理論上その積分範囲
がs = 0 ～∞となっている。しかし散乱角ゼロ
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（散乱パラメータs = 0）の部分は、当然なが
ら入射X線が透過したダイレクトビームの只
中にあり測定は不可能である。さらに、強いダ
イレクトビームを検出器内に取り込むことなく
比較的弱い散乱シグナルを精度よく検出するた
めに、通常 SAXS の測定装置では、検出器の
直前に「ダイレクトビーム・ストッパー」と呼
ばれる金属片が装着されており5）、このダイレ
クトビーム・ストッパーの大きさによっても、
データとして得られる有効な小角部の限界がほ
ぼ決定づけられることになる。これを「小角分
解能」といい、以後 smin と表す。また、広角側
に生じる散乱シグナルを検出する場合において
も、検出器の大きさは当然有限なものであるた
め測定有効範囲も有限なものとなる。これを以
後 s max と表す。このように実際の測定では小
角側、広角側それぞれに測定の限界があるため、
「s= 0 ～∞の範囲の測定」というものは不可能
である。しかしここで、実際の測定で得られる
s min ～s max の範囲のデータをそのまま（1）式
に当てはめて積分計算すると、s min、s max それ
ぞれの部分でデータが突然途切れるような格好
となっているため、これらデータ上の「断崖」を、
計算上あたかも有意な「回折ピーク」であるか
のようにみなしてしまい、結果としてこの打ち
切りにより偽物のピーク（ghost peak）をP(r )
上に生じることとなる。実空間における繰り返
し距離（周期）d は、前出の散乱パラメータの
式と Bragg の回折の式（2d sin θ = λ）とを
組み合わせることにより、散乱パラメータs を
用いて、

と表すことができる。したがって実際には、
（2π / s min）と（2 π / s max）の長短 2 種類の
周期をもった ghost peak がP (r ) 上にもたらさ
れることになる4）。
このような問題を避けるために一般的に用

いられている手法は、まず smin からs = 0 まで
の小角部においてデータを外挿することにより
補完し、また広角側に引くデータの裾を s max
よりもさらに広角側に延長して「断崖」によ
る影響を減じるために強度ゼロ付近まで補完

し、これらの補完を施したデータを用いてフ
ーリエ変換する、もしくは「ダンピングファ
クター」と呼ばれる減衰因子を用いてフーリエ
変換する、というものである。この減衰因子を
用いる手法は、例えば同じくフーリエ変換によ
り得られる透過型電子顕微鏡（Transmission 
Electron Microscope: TEM）像の場合におけ
る、ハミングウィンドウによるウィンドウ処理
6）と同義のものである。TEMの場合は、有限
である画像の境界部の打ち切りによる影響を取
り除くために用いている。
小角部および広角部におけるデータの補完

は、カーブフィッティングや、各種プロット解
析を施すことなどにより行われているが、この
作業は、さながら「出土した土器を、かけらの
不足した部分を補いながら復元していくような
もの」であり、データ中に任意性が入り込むこ
とにもなるため、細心の注意が必要となる。そ
のためこれらの操作により得られた距離分布関
数に対して、逆フーリエ変換を施すことにより、
一旦逆空間の散乱データに戻し、これが実測の
散乱シグナルとうまく対応しているかどうか常
にフィードバックさせながら確認していくこと
が重要であることは言うまでもない。
ダンピングファクターを用いることにより、

上記（1）式は次のように書き換えることがで
きる。

ここで、式中のB がダンピングファクター
である。
ダンピングファクターは主にs max により生

じる ghost peak の除去に効果を発揮するが、
このダンピングファクターの意味するところ
は、（3）式の積分計算において各 s  値での散
乱強度I (s ) の寄与割合を変化させているという
ことである。つまりs max でのデータの「断崖」
に起因する ghost peak をP (r ) 上に生じさせな
いように、s が大きくなるにつれて、積分計算
における散乱強度の寄与割合を徐々に下げてい
くように施された因子ということになる。また、
B の値を大きくすると、その分s の大きな領域
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での散乱強度の寄与割合が、B の値が小さいと
きに比べてより小さいものとなるため、結果
としてs max でのデータの「断崖」に起因する
ghost peak をより除去しやすいことにはなる
が、このことは一方で、同じデータを用いてフ
ーリエ変換していても、用いるB の値によっ
て結果として得られるP (r ) が変化する、とい
うことも併せて示している。逆フーリエ変換す
ることによって、データの妥当性について常に
フィードバックし確認しながら解析することは
可能であるとはいえ、P (r ) が散乱体の大きさや
形状を反映した関数であることを考えると、こ
のB の値によるP (r ) の変化は、散乱体の構造
情報を正しく得られない可能性も有しており、
決して好ましいことではない。
一般に Bの値は、①できるだけ小さく、②

s maxでのデータの「断崖」により生じている
（2π / smax）周期の ghost peakを除去すること
ができる値であり、かつ、③ s max の値に対し
て exp（-B smax2）の値が 0.1以下になるように採
ることが望ましい、とされている7）。そこで本
論文では、SAXSの理論散乱曲線を用いること
により、 s max における散乱強度の「断崖」によ
る影響や、フーリエ変換に用いる sの範囲の違
いによる影響、さらに B値の違いがそれぞれ
P(r )に及ぼす影響について検証し考察する。

2. 方法
ナノ構造体の大きさと形状を仮定して各構

造パラメータを与えることにより、SAXSの理
論散乱強度曲線を得ることが可能である。ここ
で、球の半径をR とした場合、SAXS におけ
る球形散乱体の理論散乱強度I (s ) は次式で与え
られる1,8）。

ここでs は散乱パラメータである。本報告で
は、半径が 30 Å（3× 10 -9 m）および 50 Å（5×
10 -9 m）の 2種類の球形散乱体の理論散乱強度
曲線を用い、種々の条件においてフーリエ変換
を施して距離分布関数P (r ) を導出し、これら
が散乱体の大きさをうまく再現し得るかどうか

など、最終的に見積もられる結果にどのような
影響を与えるかについて確認することとした。

3. 結果および考察
上記（4）式を用いて得られた、半径 30Åお

よび 50Åの球形散乱体の SAXS 理論散乱強度
曲線を図 1に示す。なお、ここでは s  = 0にお
ける強度が 10000となるようにスケーリングし
た。また一般的なラボスケールの SAXS 装置
における広角側の測定限界（s max）はおよそ
0.3Å-1であるため、本理論散乱曲線においても
これに合わせた。一般的な SAXS 装置の小角
分解能（smin）であるs = 0.01Å-1から、広角側の
測定限界 0.3Å-1までの範囲の理論散乱強度デー
タに対して、B値を 0Å2として導出された距離
分布関数P(r )を図2に示した。ここでは半径30Å
の球形散乱体の結果についてのみ示した。P (r )
において、P (r ) = 0付近での最初の極小値を与
える距離は、散乱体の最大長を与える距離であ
り1,2）、球形散乱体の場合、その「最大長」は当
然ながら球の直径に相当する。図2 を見て明ら
かなように、P (r ) = 0付近での最初の極小値は
60Å付近にあり、半径 30Åの球形散乱体に関
する情報はほぼ再現されているものの、P (r )全
体としてはそのベースラインが右に傾いている
ような形状を呈している。この傾きこそが、前
述したs = 0.01Å-1（smin）における打ち切りの影
響により生じた大きな「うねり」である。

図１　半径 30Åならびに 50Åの球形散乱体の
SAXS理論散乱強度曲線
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また、60 Åよりも長距離側にみられるベー
スライン上に、約 20 Å周期の細かい「うねり」
を確認することができる。これは、その周期が
（2π / smax）とほぼ一致していることから、明
らかにs = 0.3 Å-1 （smax）における打ち切りの
影響により生じた ghost peak ということにな
る。
ここで、図 1の理論散乱曲線を用い、s の範

囲を 0～ 0.3 Å-1とし、B 値を様々に変化させた
ときに得られるP (r ) について、図 3、4 にそれ
ぞれ示した。図 3、4 のいずれからも、P (r ) の
B 値依存性をはっきりと確認することができ
る。

前述の通りB の値が大きくなると、その分、
積分計算においてs の大きな領域における散乱
強度の寄与割合はより小さいものとなるため、
実空間での大きい構造の情報が小角部に、また
小さい構造の情報が広角部にそれぞれ含まれて
いる SAXS にあって、結果、得られるP (r ) は
B の値が大きくなるにつれて、散乱体の大きさ
を計算上、より大きなものであると見積もって
しまうことになる。
図 3 から、B の値が 0 Å2であるときに、散

乱体の最大長 60 Åに最も近い値を与えている
ことがわかる。しかしながらB の値が 0、
10 Å2の場合では、s max の打ち切りに起因する
約 20 Å周期の「うねり」がP (r ) 上に乗ってき
ていることをはっきりと確認することができ
る。またB の値が 30 Å2である場合には、打ち
切りによる影響はほとんど除去されてはいるも
のの、最大長の値が 85 Åと、本来の最大長
60 Åに対して 25 Åも大きい値を示している。
本理論散乱曲線では、s = 0 における強度は
10000 であるのに対し、s max における強度はお
よそ 12.5 と、約 1/1000 の値である。したがっ
てs max の強度がs = 0 における強度の 1/1000
程度の強度を有する場合、B = 0、10 Å2程度の
小さいB 値では、その ghost peak を除去する
ことができないことを示している。しかしなが
らB 値がそれよりも大きい場合は、ghost peak
を除去することはできるものの、実際の散乱体

図２　s = 0.01 ～ 0.3 Å-1 の散乱強度データを用いて
導出された距離分布関数P(r )（半径 30Å、B = 0 Å2）

図４　半径 50Åの球形散乱体の距離分布関数P(r ) における
B 値依存性（s = 0 ～ 0.3 Å -1）

図３　半径 30Åの球形散乱体の距離分布関数P(r ) における
B 値依存性（s = 0 ～ 0.3 Å -1）
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ると半径 50 Åの場合のほうが 30 Åの場合に比
べて実際の散乱体の最大長に近い値を与えやす
いことがわかる。このことは、図 1を見て明ら
かなように、半径 50 Åの散乱強度が s max の
0.15 Å-1よりもかなり小角側のs = 0.09 Å-1付近
ですでにほぼゼロに収束し、さらに広角側への
データの補完を施すことなくその後もほぼ散乱
強度がゼロで推移していることから、積分計算
に用いているs の範囲は狭いものの、「断崖」
の影響もなく、かつ、本来の構造情報を十分に
カバーした散乱強度を用いてフーリエ変換でき
ていることによるものと考えられる。このよう
に、散乱体の大きさが比較的大きい場合であれ
ば、s max よりも十分に小角側で収束するような
散乱曲線が得られるため、s の範囲が狭くとも
上述のような取り扱いが可能にはなるが、
30 Åの場合にみられるように、比較的散乱体
の大きさが小さい場合では、s max よりも十分に
小角側で収束するような散乱曲線が得られない
可能性があり、ゆえに本来の値を与えない可能
性が極めて高い、ということができる。
0.15 Å-1程度にs max が比較的小さい場合は、当
然ながら広角側へのデータの補完における範囲
もより広いものとなるため、s max が比較的大き
い場合と比べて、フーリエ変換を施す際はとく
に注意が必要である。

の大きさよりも相当大きく見積もってしまうこ
とになる。このような場合では、現在のs max
であるs = 0.3 Å-1よりもより広角側にデータを
補完して、フーリエ変換のs の範囲をより広く
採り、かつ、できるだけB の値を低く抑える
ことが重要であると考えられる。一方図4では、
同様にB の値が 0 Å2である時に散乱体の最大
長 100 Åに最も近い値を与えているが、30 Å
の場合とは異なり、s max における打ち切りに起
因する約 20 Å周期の「うねり」がほとんど無
視できる程度であることがわかる。本理論散乱
曲線では、s = 0 における強度が 10000 である
のに対し、s max における強度はおよそ 1.15 と、
約 1/10000 程度の値である。したがってs max
での強度がs = 0 における強度の 1/10000 程度
の強度を有する場合であれば、B の値は 10 Å2

程度以下でも構わないということを示してい
る。
茨城県つくば市にある、高エネルギー加速器

研究機構物質構造科学研究所放射光科学研究施
設の SAXSライン BL-15A では、検出器に一次
元検出器 PSPC（位置敏感型比例計数管）を用
いた場合のs max はおよそ 0.15 Å-1である。ここ
で、図 1に示した理論散乱曲線に対して、B 値
をそれぞれ 0、10、30、50、90 Å2とし、s の範
囲を 0～ 0.15 Å-1としたときに得られるP(r )を、
半径 30 Åについては図 5に、また半径 50 Åに
ついては図 6にそれぞれ示した。両図を比較す

図５　半径 30Åの球形散乱体の距離分布関数P(r ) におけ
るB 値依存性（s = 0 Å -1 ～ 0.15 Å -1）

図６　半径 50Åの球形散乱体の距離分布関数P(r ) にお
けるB 値依存性（s = 0 Å -1 ～ 0.15 Å -1）
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