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明治学院大学

E弦理論の Nekrasov型公式の証明について

 酒　井　一　博

概要

　Ｅ弦理論のプレポテンシャルをあらわに表す Nekrasov型公式の予想があ

る。この予想は制限された場合に証明されており，その拡張として一般の場合

にも証明が試みられたが，不完全であった。本小論ではこの証明を完成させる

べく，不足部分を補う。

６．はじめに

　現代の素粒子物理学は場の理論を基礎としている。素粒子間の現象は，場の

理論を数学的に解くことで説明できる。しかし実はこれが難しい。相互作用が

弱い場合の近似計算の手法は約半世紀も前に確立したが，一般の状況下で場の

理論を自由自在に解けるようになったとは言い難く，場の理論の全貌の解明に

向けた取り組みが，現在も理論家の間で続けられている。

　場の理論の性質の解明にあたっては，まずは超対称性を持つ場の理論（超対

称場の理論）を調べるのがよい。超対称場の理論では，ボゾン（光子のようにい

くつも同じ状態に重ね合わせられる粒子）とフェルミオン（電子のように 2つ以上同

じ状態に重ね合わせられない粒子）が対になって存在し，これにより理論の性質

が数学的に調べやすくなる。さらに，超対称場の理論については，個々の理論

（模型）を単体で理解するよりも，様々な超対称場の理論の総体を一括して理
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解する方が，かえって見通しが良くなる，ということが近年明らかになってき

た。矛盾のない超対称場の理論が存在できる時空は最大で 6次元である。6次

元理論の空間の一部を小さく丸めることで，5次元以下の様々な理論を再現で

きる。よって超対称場の理論の総体の理解は，6次元理論から始めるのがよい。

　6次元超対称場の理論に限ってみても，その種類は無限個あることが知られ

ている。しかしながら，化学においてあらゆる化合物が限られた種類の原子か

ら出来ているように，無限個の 6次元超対称場の理論も，限られた種類の理論

の組み合わせとして構成できることが近年明らかになった（1）。特に，「原子」

同士をつなぐ「電子」に相当する，最も基本的な 6次元超対称場の理論が存在

する。この理論はＥ弦理論として知られている（2）（3）。

　一般に，場の理論を含む物理学の模型において，その全貌を捉える上での土

台となるのが分配関数である。分配関数はその理論にどのような励起状態があ

るかという情報をすべて含んでいる。超対称性のある理論においては，分配関

数の概念を拡張したものとして，超対称指数が定義できる。一般に超対称指数

は以下のように定義される：

　　 （1.1）

　ここで，Trは理論に現れるすべての状態に関する和を表す。（－ 1）Fの因子

はボゾンとフェルミオンとで符号を逆にして足し上げることを表す（これを入

れないで足し上げたものが分配関数である）。Jaは理論の持つ大域的対称性のチャー

ジ（電荷を一般化したもの）を表し，μaは Jaに対する化学ポテンシャル（パラメー

タ）である。4次元で 2種類の超対称性を持つ（ ＝2と表記される）理論，あ

るいは 5次元や 6次元で最小の超対称性を持つ理論においては，超対称指数を

一定の手続きで簡素化したプレポテンシャルと呼ばれる正則関数が定義でき

る。プレポテンシャルは理論の 4次元低エネルギー有効作用を与えることもあ

り，理論の性質を調べる上での最も基本的な関数に位置付けられる。
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　本小論では，6次元Ｅ弦理論のプレポテンシャルをあらわに表す公式の予想

の証明について述べる。この公式は論文（4）（5）で予想され，制限された場合につ

いては論文（6）で証明が与えられた。その後，一般の場合について，論文（7）で証

明の大筋が示されたが，核心の部分が欠落していた。そこでこの欠落箇所を補

い，証明を完成させるのが本小論の目的である。

７．Ｅ弦理論のSeibeおg２Wiががen 曲線とプレポテンシャル

　プレポテンシャルの厳密な決定は，1994 年 SeibergとWittenにより，4次

元 ＝2超対称 SU（2）ゲージ理論の場合に初めて行われた（8）。ただし，彼ら

はプレポテンシャルを閉じた形であらわに書き下したのではなく，媒介変数表

示の形で与えた。具体的には，プレポテンシャル（の 1階微分）及びプレポテ

ンシャルの引数を，媒介変数に依存する補助的な代数曲線の周期積分として表

した。この補助的な代数曲線は現在では Seiberg-Witten曲線と呼ばれる。超対

称場の理論において，Seiberg-Witten曲線の決定はプレポテンシャルの決定と

概ね同義である。（正確には Seiberg-Witten曲線に加えて Seiberg-Witten differentialと

呼ばれるものを与える必要があるが，多くの場合に後者は前者から比較的簡単に予想で

きる。）

　E弦理論の Seiberg-Witten曲線は論文（9）（1η）において決定された。ここでは，

より整理された Seiberg-Witten曲線の形（11），及びこれに基づくプレポテンシャ

ルの媒介変数表示を簡単に紹介しておこう。

　E弦理論（正確には 6次元 E弦理論の余剰空間次元を 2次元トーラス T 2にコンパク

ト化した時の低エネルギー4次元理論）の Seiberg-Witten曲線は次の形の楕円曲線

で与えられる：

　　 （2.1）
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　　 （2.2）

　このように，曲線は媒介変数 u（モジュライ空間の座標）に依存する。係数 ak，

bkは余剰次元方向の T 2のモジュラスτと E弦理論の持つ大域的 E8対称性の化

学ポテンシャル μ＝（μ1, μ2, ..., μ8）の関数である。例えば ak，bk （k ≤ 2）は以下の

ように与えられる（全ての ak，bkの具体形については論文
（11）参照）：

 
（2.3）

　ここで，Δ:＝η24＝（E34－E26）/1728 であり，η（τ）は Dedekindのエータ関数，

E2n（τ）は重み 2nの Eisenstein級数である。Ak，Bkは E8型Weyl群の対称性を

持つ，指数 kの Jacobi形式であり，具体的には

 

（2.4）

などと表される（11）。ここで

　　 （2.5）

は E8格子の古典テータ関数であり，ek（k＝1，2，3）は

　　 （2.6）

と定義される。（ kは k（η，τ）を表す。） k（z, τ）（k＝1，2，3，4）は Jacobiテー

タ関数である。

　さて，上述の Seiberg-Witten曲線を用いて，E弦理論のプレポテンシャル

Fη（ϕ，τ，μ）を，媒介変数表示で間接的に表すことができる。具体的には，
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上述の Seiberg-Witten曲線を

　　 （2.7）

の形に書き表す。すなわち，この式が上述の Seiberg-Witten曲線を再現するよ

うにω（u，τ，μ），τ（u，τ，μ）を定める。ω，τは，例えば 1/uの級数展開の

形で表すことができる。これらを用いると，プレポテンシャルは次式で決定さ

れる（積分定数の不定性は，ここでは本質的ではない）：

　　 （2.8）

　　 （2.9）

　ここから媒介変数 uを消去することで，プレポテンシャル Fη（ϕ，τ，μ）を

e2π
iϕ

 の級数展開の形で求めることができる。

3．Ｅ弦理論のプレポテンシャルのNekおaかov 型公式の予想

　Seiberg-Witten理論はプレポテンシャルを厳密に決定する画期的な理論で

あったが，プレポテンシャルの表示は上で見たようにあくまで間接的であった。

これに対し，Nekrasovは局所化の手法を用いることで，4次元 ＝2及び 5次

元 ＝1の超対称 U（n）ゲージ理論のプレポテンシャルを閉じた形であらわに

表すことに成功した（12）。E弦理論のプレポテンシャルに対して，これと類似の

公式を予想したのが論文（4）（5）である。正確には，E8対称性の化学ポテンシャルを

　　 （3.1）

に制限した時のプレポテンシャルに対して，以下のような Nekrasov型公式の

予想形が書き下された：
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　　 （3.2）

　　 （3.3）

ただし

　　 （3.4）

ここで R＝（R1，R2，R3，R4）は 4つの分割の組であり，分割 Rkは非負整数の非

増加数列

　　 （3.5）

（すなわち Young図）である。（ℓ（Rk）は零でないνk,iの個数を表す。）Rに関する和

は（空の分割を含めた）あらゆる分割の組み合わせすべてにわたって取る。

｜R｜:＝Σ4
k＝1 Σ∞

i＝1 νk,iは分割のサイズの合計である。また，Rkの共役（転置）

の分割を R ǩ＝｛ν̌k,1 ≥ν̌k,2 ≥…｝と表すことにする。このとき

　　 （3.6）

は 2つの分割 Rk，Rl間に定義される，座標（i，j）における相対フック長である。

　この公式は e2π
iϕ

 による級数展開の形で 1η 次と，十分高次まで検証されては

いたが（5），より厳密な証明が待たれていた。

4．証明の概略

　上で紹介した Nekrasov型公式の証明は，まずパラメータの値を mj＝η（j＝1，

2，3，4）に制限した簡単な場合に行われた（6）。mjが一般の場合にも，基本的な

方針としては同様の道筋を辿ればよい。論文（6）では，mj＝ηの場合の Nekrasov
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型表式の熱力学極限 → ηを計算した結果，最終的に鞍点方程式の解に付随す

るスペクトル曲線として，mj＝ηの場合の Seiberg-Witten曲線

　　 （4.1）

が現れた。これに対し，mjが一般の場合に同様の議論を行うと，上の曲線の

代わりに

　　 （4.2）

という形の曲線が得られる。ここで（z）は 2π，2πτを基本周期とするWeier-

strassのペー関数である。この曲線と既知の Seiberg-Witten曲線が本質的に同

一であることを示すことが証明の核心部分であるが，論文（7）ではその具体的な

記述が欠落していた。これを明らかにしたのが，本小論の主要な成果である。

それを以下に示す。

　方程式（4.2）は変数 x，yに関して見れば，

　　 （4.3）

という形の 4次楕円曲線である。また係数 ck（u）が必ずしも uの多項式になっ

ていない。したがって，一見すると既知の Seiberg-Witten曲線（2.1）-（2.3）

とは大きく異なっている。しかしながら，初等的な代数計算により，（4.3）の

形の 4次楕円曲線と 3次楕円曲線

　　 

（4.4）

とは同一の判別式を持つことが容易に確かめられる。すなわち，曲線（4.3）と

（4.4）は本質的に等価である。（実は二つの曲線間の写像を具体的に書き表すことも
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できるが，繁雑になるためここでは省略する。）そこで（4.2）と（4.3）を比較して得

られる ckの具体形を用いて曲線（4.4）を書き表し，座標 uの適切な再定義

　　 （4.5）

を行うと，結果は既知の E弦理論の Seiberg-Witten曲線（2.1）-（2.3）に（3.1）

を代入したものとぴたりと一致する！具体的に uηは，（2.2），（2.3）にあるよう

に最終的な Seiberg-Witten曲線の u3xの係数が a1＝ηとなるよう定めればよく，

　　 （4.6）

と求まる。ここでσは｛1，2，3，4｝の置換を表し，和はすべての置換にわたっ

て取る。

　以上の部分を補うことで，本質的な意味において証明が完成する。より厳密

な証明のためには，Seiberg-Witten曲線だけでなく，周期積分の一致まで示す

必要があるが，それらを含めた詳細については，機会を改めて報告したい。
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