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明࣏学Ӄେ学

E弦理論ͷ Nekrasov型ެ式ͷ証明ʹͭいͯ

 酒　井　一　博

概要

　̚弦理論ͷϓϨϙςンγϟϧΛあΒわʹ表͢ Nekrasov型ެ式ͷ༧૝͕あ

Δ。͜ͷ༧૝͸制限͞Εͨ場合ʹ証明͞Ε͓ͯΓ，そͷ֦ுͱͯ͠一般ͷ場合

ʹ΋証明͕ࢼΈΒΕ͕ͨ，不完全Ͱあͬͨ。本খ論Ͱ͸͜ͷ証明Λ完成ͤ͞Δ

べ͘，不଍部分Λ補う。

６．͸͡Ίʹ

　現代ͷ素粒子物理学͸場ͷ理論Λ基ૅͱͯ͠いΔ。素粒子間ͷ現象͸，場ͷ

理論Λ数学的ʹ解͘͜ͱͰ説明Ͱ͖Δ。͔͠͠実͸͜Ε͕೉͠い。相互作用͕

ऑい場合ͷ近似計算ͷ手法͸໿൒ੈل΋前ʹ確立͕ͨ͠，一般ͷ状گ下Ͱ場ͷ

理論Λ自由自在ʹ解͚ΔΑうʹͳͬͨͱ͸言い೉͘，場ͷ理論ͷ全๴ͷ解明ʹ

向͚ͨ取Γ組Έ͕，現在΋理論Ոͷ間Ͱ続͚ΒΕͯいΔ。

　場ͷ理論ͷ性質ͷ解明ʹあͨͬͯ͸，·ͣ͸超対称性Λ持ͭ場ͷ理論ʢ超対

称場ͷ理論ʣΛௐべΔͷ͕Αい。超対称場ͷ理論Ͱ͸，Ϙκンʢޫ子ͷΑうʹい

ͭ͘΋同͡状態ʹ重Ͷ合わͤΒΕΔ粒子ʣͱϑΣϧϛオンʢ電子ͷΑうʹ 2ͭ以上同

͡状態ʹ重Ͷ合わͤΒΕͳい粒子ʣ͕対ʹͳͬͯ存在͠，͜ΕʹΑΓ理論ͷ性質

͕数学的ʹௐべや͘͢ͳΔ。͞Βʹ，超対称場ͷ理論ʹͭいͯ͸，ݸ々ͷ理論

ʢ模型ʣΛ単体Ͱ理解͢ΔΑΓ΋，様々ͳ超対称場ͷ理論ͷ総体Λ一ׅͯ͠理
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解͢Δ方͕，͔えͬͯ見通͕͠ྑ͘ͳΔ，ͱいう͜ͱ͕近年明Β͔ʹͳ͖ͬͯ

ͨ。ໃ६ͷͳい超対称場ͷ理論͕存在Ͱ͖Δ時空͸最େͰ 6次元ͰあΔ。6次

元理論ͷ空間ͷ一部Λখؙ͘͞ΊΔ͜ͱͰ，5次元以下ͷ様々ͳ理論Λ࠶現Ͱ

͖Δ。Αͬͯ超対称場ͷ理論ͷ総体ͷ理解͸，6次元理論͔Β࢝ΊΔͷ͕Αい。

　6次元超対称場ͷ理論ʹ限ͬͯΈͯ΋，そͷ種ྨ͸無限ݸあΔ͜ͱ͕知ΒΕ

ͯいΔ。͔͠͠ͳ͕Β，化学ʹ͓いͯあΒゆΔ化合物͕限ΒΕͨ種ྨͷ原子͔

Β出来ͯいΔΑうʹ，無限ݸͷ 6次元超対称場ͷ理論΋，限ΒΕͨ種ྨͷ理論

ͷ組Έ合わͤͱͯ͠構成Ͱ͖Δ͜ͱ͕近年明Β͔ʹͳͬͨʢ1ʣ。特ʹ，ʮ原子ʯ

同࢜Λͭͳ͙ʮ電子ʯʹ相当͢Δ，最΋基本的ͳ 6次元超対称場ͷ理論͕存在

͢Δ。͜ͷ理論͸̚弦理論ͱͯ͠知ΒΕͯいΔʢ2ʣʢ3ʣ。

　一般ʹ，場ͷ理論Λ含Ή物理学ͷ模型ʹ͓いͯ，そͷ全๴ΛଊえΔ上Ͱͷ౔

台ͱͳΔͷ͕分配関数ͰあΔ。分配関数͸そͷ理論ʹͲͷΑうͳྭ起状態͕あ

Δ͔ͱいう情報Λ͢べͯ含ΜͰいΔ。超対称性ͷあΔ理論ʹ͓いͯ͸，分配関

数ͷ概念Λ֦ுͨ͠΋ͷͱͯ͠，超対称指数͕定義Ͱ͖Δ。一般ʹ超対称指数

͸以下ͷΑうʹ定義͞ΕΔɿ

　　 ʢ1.1ʣ

　͜͜Ͱ，Tr͸理論ʹ現ΕΔ͢べͯͷ状態ʹ関͢Δ和Λ表͢。ʢ－ 1ʣFͷ因子

͸ϘκンͱϑΣϧϛオンͱͰූ߸Λ逆ʹͯ͠଍͠上͛Δ͜ͱΛ表͢ʢ͜ΕΛ入

ΕͳいͰ଍͠上͛ͨ΋ͷ͕分配関数ͰあΔʣ。Ja͸理論ͷ持ͭେ域的対称性ͷνϟー

δʢ電荷Λ一般化ͨ͠΋ͷʣΛ表͠，μa͸ Jaʹ対͢Δ化学ϙςンγϟϧʢύラϝー

λʣͰあΔ。4次元Ͱ 2種ྨͷ超対称性Λ持ͭʢ ＝2ͱ表͞هΕΔʣ理論，あ

Δい͸ 5次元や 6次元Ͱ最খͷ超対称性Λ持ͭ理論ʹ͓いͯ͸，超対称指数Λ

一定ͷ手続͖Ͱ簡素化ͨ͠ϓϨϙςンγϟϧͱ呼͹ΕΔ正則関数͕定義Ͱ͖

Δ。ϓϨϙςンγϟϧ͸理論ͷ 4次元௿ΤネϧΪー有効作用Λ与えΔ͜ͱ΋あ

Γ，理論ͷ性質ΛௐべΔ上Ͱͷ最΋基本的ͳ関数ʹ位置付͚ΒΕΔ。



205

E弦理論ͷ Nekrasov型ެ式ͷ証明ʹͭいͯ

ʢ2η16ʣ

　本খ論Ͱ͸，6次元̚弦理論ͷϓϨϙςンγϟϧΛあΒわʹ表͢ެ式ͷ༧૝

ͷ証明ʹͭいͯ述べΔ。͜ͷެ式͸論文ʢ4ʣʢ5ʣͰ༧૝͞Ε，制限͞Εͨ場合ʹͭ

いͯ͸論文ʢ6ʣͰ証明͕与えΒΕͨ。そͷ後，一般ͷ場合ʹͭいͯ，論文ʢ7ʣͰ証

明ͷେ͕ے示͞Ε͕ͨ，֩৺ͷ部分͕ܽ落ͯ͠いͨ。そ͜Ͱ͜ͷܽ落Օ所Λ補

い，証明Λ完成ͤ͞Δͷ͕本খ論ͷ目的ͰあΔ。

７．Ｅ弦理論ͷSeibeおg２Wiががen 曲線ͱϓϨϙςンγャϧ

　ϓϨϙςンγϟϧͷ厳密ͳ決定͸，1994 年 SeibergͱWittenʹΑΓ，4次

元 ＝2超対称 SUʢ2ʣゲーδ理論ͷ場合ʹ初Ίͯ行わΕͨʢ8ʣ。ͨͩ͠，൴Β

͸ϓϨϙςンγϟϧΛ閉ͨ͡形ͰあΒわʹ書͖下ͨ͠ͷͰ͸ͳ͘，ഔհ変数表

示ͷ形Ͱ与えͨ。具体的ʹ͸，ϓϨϙςンγϟϧʢͷ 1֊ඍ分ʣٴびϓϨϙς

ンγϟϧͷҾ数Λ，ഔհ変数ʹ依存͢Δ補助的ͳ代数ۂઢͷ周期積分ͱͯ͠表

ͨ͠。͜ͷ補助的ͳ代数ۂઢ͸現在Ͱ͸ Seiberg-Wittenۂઢͱ呼͹ΕΔ。超対

称場ͷ理論ʹ͓いͯ，Seiberg-Wittenۂઢͷ決定͸ϓϨϙςンγϟϧͷ決定ͱ

概Ͷ同義ͰあΔ。ʢ正確ʹ͸ Seiberg-WittenۂઢʹՃえͯ Seiberg-Witten differentialͱ

呼͹ΕΔ΋ͷΛ与えΔ必要͕あΔ͕，多͘ͷ場合ʹ後者͸前者͔Βൺֱ的簡単ʹ༧૝Ͱ

͖Δ。ʣ

　E弦理論ͷ Seiberg-Wittenۂઢ͸論文ʢ9ʣʢ1ηʣʹ͓いͯ決定͞Εͨ。͜͜Ͱ͸，

ΑΓ整理͞Εͨ Seiberg-Wittenۂઢͷ形ʢ11ʣ，ٴび͜Εʹ基ͮ͘ϓϨϙςンγϟ

ϧͷഔհ変数表示Λ簡単ʹ঺հ͓ͯ͜͠う。

　E弦理論ʢ正確ʹ͸ 6次元 E弦理論ͷ༨৒空間次元Λ 2次元τーラε T 2ʹίンύΫ

τ化ͨ͠時ͷ௿ΤネϧΪー4次元理論ʣͷ Seiberg-Wittenۂઢ͸次ͷ形ͷପ円ۂઢ

Ͱ与えΒΕΔɿ

　　 ʢ2.1ʣ
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　　 ʢ2.2ʣ

　͜ͷΑうʹ，ۂઢ͸ഔհ変数 uʢϞδュライ空間ͷ࠲ඪʣʹ依存͢Δ。係数 ak，

bk͸༨৒次元方向ͷ T 2ͷϞδュラεНͱ E弦理論ͷ持ͭେ域的 E8対称性ͷ化

学ϙςンγϟϧ μ＝ʢμ1, μ2, ..., μ8ʣͷ関数ͰあΔ。例え͹ ak，bk ʢk ≤ 2ʣ͸以下ͷ

Αうʹ与えΒΕΔʢ全ͯͷ ak，bkͷ具体形ʹͭいͯ͸論文
ʢ11ʣࢀরʣɿ

 
ʢ2.3ʣ

　͜͜Ͱ，϶:＝Б24＝ʢE34－E26ʣ/1728 ͰあΓ，БʢНʣ͸ DedekindͷΤーλ関数，

E2nʢНʣ͸重Έ 2nͷ Eisensteinڃ数ͰあΔ。Ak，Bk͸ E8型Weyl群ͷ対称性Λ

持ͭ，指数 kͷ Jacobi形式ͰあΓ，具体的ʹ͸

 

ʢ2.4ʣ

ͳͲͱ表͞ΕΔʢ11ʣ。͜͜Ͱ

　　 ʢ2.5ʣ

͸ E8格子ͷ古典ςーλ関数ͰあΓ，ekʢk＝1，2，3ʣ͸

　　 ʢ2.6ʣ

ͱ定義͞ΕΔ。ʢ k͸ kʢη，НʣΛ表͢。ʣ kʢz, Нʣʢk＝1，2，3，4ʣ͸ Jacobiςー

λ関数ͰあΔ。

　ͯ͞，上述ͷ Seiberg-WittenۂઢΛ用いͯ，E弦理論ͷϓϨϙςンγϟϧ

Fηʢ⼾，Н，μʣΛ，ഔհ変数表示Ͱ間接的ʹ表͢͜ͱ͕Ͱ͖Δ。具体的ʹ͸，
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上述ͷ Seiberg-WittenۂઢΛ

　　 ʢ2.7ʣ

ͷ形ʹ書͖表͢。͢ͳわͪ，͜ͷ式͕上述ͷ Seiberg-WittenۂઢΛ࠶現͢ΔΑ

うʹТʢu，Н，μʣ，Нʢu，Н，μʣΛ定ΊΔ。Т，Н͸，例え͹ 1/uͷڃ数展開ͷ

形Ͱ表͢͜ͱ͕Ͱ͖Δ。͜ΕΒΛ用いΔͱ，ϓϨϙςンγϟϧ͸次式Ͱ決定͞

ΕΔʢ積分定数ͷ不定性͸，͜͜Ͱ͸本質的Ͱ͸ͳいʣɿ

　　 ʢ2.8ʣ

　　 ʢ2.9ʣ

　͔͜͜Βഔհ変数 uΛ消͢ڈΔ͜ͱͰ，ϓϨϙςンγϟϧ Fηʢ⼾，Н，μʣΛ

e2К
i⼾

 ͷڃ数展開ͷ形Ͱ求ΊΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δ。

3．Ｅ弦理論ͷϓϨϙςンγャϧͷNekおaかov 型公式ͷ予想

　Seiberg-Witten理論͸ϓϨϙςンγϟϧΛ厳密ʹ決定͢Δը期的ͳ理論Ͱ

あ͕ͬͨ，ϓϨϙςンγϟϧͷ表示͸上Ͱ見ͨΑうʹあ͘·Ͱ間接的Ͱあͬͨ。

͜Εʹ対͠，Nekrasov͸局所化ͷ手法Λ用いΔ͜ͱͰ，4次元 びٴ2＝ 5次

元 ＝1ͷ超対称 Uʢnʣゲーδ理論ͷϓϨϙςンγϟϧΛ閉ͨ͡形ͰあΒわʹ

表͢͜ͱʹ成ޭͨ͠ʢ12ʣ。E弦理論ͷϓϨϙςンγϟϧʹ対ͯ͠，͜Εͱྨ似ͷ

ެ式Λ༧૝ͨ͠ͷ͕論文ʢ4ʣʢ5ʣͰあΔ。正確ʹ͸，E8対称性ͷ化学ϙςンγϟϧΛ

　　 ʢ3.1ʣ

ʹ制限ͨ͠時ͷϓϨϙςンγϟϧʹ対ͯ͠，以下ͷΑうͳ Nekrasov型ެ式ͷ

༧૝形͕書͖下͞Εͨɿ



208

E弦理論ͷ Nekrasov型ެ式ͷ証明ʹͭいͯ

法学研究　1η1߸ʢ2η16年 1η ݄ʣ

　　 ʢ3.2ʣ

　　 ʢ3.3ʣ

ͨͩ͠

　　 ʢ3.4ʣ

͜͜Ͱ R＝ʢR1，R2，R3，R4ʣ͸ 4ͭͷ分ׂͷ組ͰあΓ，分ׂ Rk͸非ෛ整数ͷ非

૿Ճ数列

　　 ʢ3.5ʣ

ʢ͢ͳわͪ Young図ʣͰあΔ。ʢὙʢRkʣ͸ྵͰͳいЗk,iͷݸ数Λ表͢。ʣRʹ関͢Δ和

͸ʢ空ͷ分ׂΛ含ΊͨʣあΒゆΔ分ׂͷ組Έ合わͤ͢べͯʹわͨͬͯ取Δ。

ʛRʛ:＝Є4
k＝1 Є∞

i＝1 Зk,i͸分ׂͷサイζͷ合計ͰあΔ。·ͨ，Rkͷ共໾ʢస置ʣ

ͷ分ׂΛ R ǩ＝ʨЗ̌k,1 ≥З̌k,2 ≥ʜʩͱ表͢͜ͱʹ͢Δ。͜ͷͱ͖

　　 ʢ3.6ʣ

͸ 2ͭͷ分ׂ Rk，Rl間ʹ定義͞ΕΔ，࠲ඪʢi，jʣʹ ͓͚Δ相対ϑッΫ௕ͰあΔ。

　͜ͷެ式͸ e2К
i⼾

 ʹΑΔڃ数展開ͷ形Ͱ 1η 次ͱ，े分高次·Ͱݕ証͞Εͯ͸

い͕ͨʢ5ʣ，ΑΓ厳密ͳ証明͕待ͨΕͯいͨ。

4．証明ͷ概略

　上Ͱ঺հͨ͠ Nekrasov型ެ式ͷ証明͸，·ͣύラϝーλͷ値Λ mj＝ηʢj＝1，

2，3，4ʣʹ制限ͨ͠簡単ͳ場合ʹ行わΕͨʢ6ʣ。mj͕一般ͷ場合ʹ΋，基本的ͳ

方਑ͱͯ͠͸同様ͷ道ےΛ୧Ε͹Αい。論文ʢ6ʣͰ͸，mj＝ηͷ場合ͷ Nekrasov
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型表式ͷ೤力学極限 → ηΛ計算ͨ͠結Ռ，最終的ʹ鞍点方程式ͷ解ʹ付随͢

ΔεϖΫτϧۂઢͱͯ͠，mj＝ηͷ場合ͷ Seiberg-Wittenۂઢ

　　 ʢ4.1ʣ

͕現Εͨ。͜Εʹ対͠，mj͕一般ͷ場合ʹ同様ͷ議論Λ行うͱ，上ͷۂઢͷ

代わΓʹ

　　 ʢ4.2ʣ

ͱいう形ͷۂઢ͕得ΒΕΔ。͜͜Ͱʢzʣ͸ 2К，2КНΛ基本周期ͱ͢ΔWeier-

strassͷϖー関数ͰあΔ。͜ͷۂઢͱط知ͷ Seiberg-Wittenۂઢ͕本質的ʹ同

一ͰあΔ͜ͱΛ示͢͜ͱ͕証明ͷ֩৺部分ͰあΔ͕，論文ʢ7ʣͰ͸そͷ具体的ͳ

。述͕ܽ落ͯ͠いͨ。͜ΕΛ明Β͔ʹͨ͠ͷ͕，本খ論ͷओ要ͳ成ՌͰあΔه

そΕΛ以下ʹ示͢。

　方程式ʢ4.2ʣ͸変数 x，yʹ関ͯ͠見Ε͹，

　　 ʢ4.3ʣ

ͱいう形ͷ 4次ପ円ۂઢͰあΔ。·ͨ係数 ckʢuʣ͕必ͣ͠΋ uͷ多項式ʹͳͬ

ͯいͳい。͕ͨͬͯ͠，一見͢Δͱط知ͷ Seiberg-Wittenۂઢʢ2.1ʣ⼟ʢ2.3ʣ

ͱ͸େ͖͘異ͳͬͯいΔ。͔͠͠ͳ͕Β，初等的ͳ代数計算ʹΑΓ，ʢ4.3ʣͷ

形ͷ 4次ପ円ۂઢͱ 3次ପ円ۂઢ

　　 

ʢ4.4ʣ

ͱ͸同一ͷ൑ผ式Λ持ͭ͜ͱ͕容қʹ確͔ΊΒΕΔ。͢ͳわͪ，ۂઢʢ4.3ʣͱ

ʢ4.4ʣ͸本質的ʹ等価ͰあΔ。ʢ実͸ೋͭͷۂઢ間ͷ写像Λ具体的ʹ書͖表͢͜ͱ΋



210

E弦理論ͷ Nekrasov型ެ式ͷ証明ʹͭいͯ

法学研究　1η1߸ʢ2η16年 1η ݄ʣ

Ͱ͖Δ͕，ൟ雑ʹͳΔͨΊ͜͜Ͱ͸ল略͢Δ。ʣそ͜Ͱʢ4.2ʣͱʢ4.3ʣΛൺֱͯ͠得

ΒΕΔ ckͷ具体形Λ用いͯۂઢʢ4.4ʣΛ書͖表͠，࠲ඪ uͷ適੾ͳ࠶定義

　　 ʢ4.5ʣ

Λ行うͱ，結Ռ͸ط知ͷ E弦理論ͷ Seiberg-Wittenۂઢʢ2.1ʣ⼟ʢ2.3ʣʹʢ3.1ʣ

Λ代入ͨ͠΋ͷͱͽͨΓͱ一க͢Δʂ具体的ʹ uη͸，ʢ2.2ʣ，ʢ2.3ʣʹあΔΑう

ʹ最終的ͳ Seiberg-Wittenۂઢͷ u3xͷ係数͕ a1＝ηͱͳΔΑう定ΊΕ͹Α͘，

　　 ʢ4.6ʣ

ͱ求·Δ。͜ ͜ͰМ͸ʨ1，2，3，4ʩͷ置換Λ表͠，和͸͢べͯͷ置換ʹわͨͬ

ͯ取Δ。

　以上ͷ部分Λ補う͜ͱͰ，本質的ͳ意味ʹ͓いͯ証明͕完成͢Δ。ΑΓ厳密

ͳ証明ͷͨΊʹ͸，Seiberg-Wittenۂઢ͚ͩͰͳ͘，周期積分ͷ一க·Ͱ示͢

必要͕あΔ͕，そΕΒΛ含Ίͨৄࡉʹͭいͯ͸，機ձΛվΊͯ報ͨ͠ࠂい。
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